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1. Motivation
Nichtglatte dynamische Systeme gewinnen im Ingenieurbereich und anderen Anwendungs-
wissenschaften zunehmend an Bedeutung. In mechanischen Systemen führt die Berücksich-
tigung von Reibungs- und Stoßeffekten zu unstetigen Kennlinien in den Modellgleichungen.
Auch in der Beschreibung elektrischer Schaltkreise und neuronaler Netze treten nichtglatte
Phänomene durch Schalterfunktionen bzw. Potentialentladungen auf. Schon sehr einfache
niedrigdimensionale mathematische Modelle weisen eine komplexe nichtglatte Dynamik auf.
Die klassischen Methoden zur Analyse dynamischer Systeme sind auf solche Modelle in der
Regel nicht anwendbar. Über die Einbettung unstetiger Differentialgleichungen in die Theo-
rie der Differentialinklusionen lassen sich Erkenntnisse über die Existenz- und Eindeutig-
keit, sowie die Stabilitätseigenschaften von Lösungen solcher Systeme gewinnen. Bei kom-
plexeren Systemen unter Nebenbedingungen, wie z. B. Mehrkörperprobleme, kann die
Theorie der Linearen Komplementarität nutzbringend angewendet werden. Probleme der
Verzweigungstheorie und Berechnung von Attraktoren sind aktuelle Fragen in der For-
schung. Auch im Bereich der numerischen Lösung unstetiger Differentialgleichungen sind in
den vergangenen Jahren wesentliche Fortschritte erzielt worden.
Zusammenfassende Darstellungen über nichtglatte Systeme finden sich in [1] bis [7].
Spezielle Fragen der Numerik, Optimierung und Verzweigungstheorie werden in [8], [9]
bzw. [10] angesprochen.
2. Beispiele
Die Vielzahl der Beispiele nichtglatter Systeme läßt sich im Hinblick auf technische An-
wendungen in zwei Hauptgruppen einteilen. Systeme mit Stößen und Systeme mit Reibung.
Fig. 1 zeigt eine Zusammenstellung einfacher Stoßprobleme mit den zugehörigen mechani-
schen Modellen. Eine ausführliche Beschreibung entsprechender technischer Fragestellun-
gen findet sich in [4].
Die trockene Reibung tritt in der Natur in zwei grundsätzlich unterschiedlichen Formen auf:
– Als Widerstand gegen den Beginn einer Bewegung aus der Ruhe heraus (Haftreibung).
Die zugehörige Reibungskraft ist eine Reaktionskraft.
– Als Widerstand gegen eine vorhandene Bewegung (Gleitreibung). Die zugehörige Rei-
bungskraft ist eine eingeprägte Kraft.
* Vortrag in der Klasse der Ingenieurwissenschaften der Braunschweigischen Wissenschaft-
lichen Gesellschaft.
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Fig. 1: Schwingungsprobleme mit Stößen
Fig. 2 zeigt eine Auflistung von Schwingungsproblemen mit Reibung einschließlich der
zugehörigen mechanischen Modelle. Dabei können die beiden genannten Phänomene in
einem Schwinger zeitlich nacheinander auftreten und zu Haft-Gleit-Zuständen mit nicht-
glatten Übergängen führen. Einzelheiten findet man in [4].
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3. Analysemethoden
Die Analyse nichtglatter Systeme kann grundsätzlich signalgestützt (z. B. durch Aus-
wertung von Zeitreihen) oder modellgestützt auf der Basis einer zeitdiskreten oder zeit-
kontinuierlichen mathematischen Beschreibung erfolgen. Beschränkt man sich auf eine
Fig. 2: Schwingungsprobleme mit Reibung
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zeitkontinuierliche Darstellung durch gewöhnliche Differentialgleichungen im Zustands-
raum und betrachtet zwei unterschiedliche zustandsabhängige Schaltzustände p und q des
Systems, z. B. Haften oder Gleiten,  so umfaßt die Beschreibung nichtglatter Systeme
folgende Bestandteile [11]:
1) Eine Beschreibung der glatten Systeme für jeden Schaltzustand.
2) Eine Indikatorfunktion, die das Auftreffen auf die Schaltfläche im Zustandsraum an-
zeigt und den zugehörigen Umschaltpunkt für den nichtglatten Übergang definiert.
3) Eine Transitionsbedingung, die angibt, wie der Übergang von einem Schaltzustand
zum anderen erfolgt.
Somit gilt:
1) Vor dem Umschalten (t < t*):
z ·  = fp (z) ,           z (t0) = z0 ,            fp ∈ C1. (1)
Nach dem Umschalten (t > t*):
z = fq (z) ,           z (t*+) = z+ ,              fq ∈ C1. (2)
2) Schaltfläche Sp und Indikatorfunktion hp
Sp = { z ∈ΙRn | hp (z) = 0}. (3)
3) Transitionsbedingung
z (t*+) = upq [ z (t*- ) ]. (4)
Für nichtglatte Systeme mit einer Sequenz gleichartiger Umschaltungen (z. B. vom
Haften zum Gleiten) hat sich eine ereignisgesteuerte Abbildung bewährt, bei der die ent-
sprechenden Zustände in der Schaltfläche aufeinander abgebildet werden. Die Analyseme-
thoden hängen im einzelnen von der gewählten Beschreibungsart ab, die Ergebnisse (z. B.
die Ljapunov-Exponenten) lassen sich jedoch ineinander überführen, vgl. [11].
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